§ 7. Budovani urcitého integralu

Def.: Délenim D uzavieného intervalu {a,b) rozumime ka%dou konetnou mnoZinu &sel xg,z;,...,2, € R
takovych,Zea=zp<z1 < ... <zp =b.

Intervaly (o, z1), (x1,Z2), ..., {Zi—1,Zi), - - -, {Tn—1, Z») NazFvame d&licimi intervaly daného déleni, které
oznafme D (D = {xg,21,...,%n})-

Zg,T1,- - -, ZLpn Nazyvame délicimi body déleni D.

Cislo max{z; — x;_1,i = 1,2,...,n} naz§vime normou déleni D a oznaéujeme v(D).
MnoZinu viech déleni intervalu (a,b) oznaéujeme D(a, b).
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0= R, X, b= x,

Def.: Nechf Dy, D, € D(a, b).

Rekneme, e déleni Dy je zjemnénim déleni D, jestlize D; C D,

Pozn.: a) Je-li D; C D», pak je zfejmé, %e kaZdy délici interval d&leni Iy je podmnoZinou n&kterého déliciho
intervalu D;.
b) Jsou-li D1, Dy € D(a,b) libovolnd rtznd déleni, pak D = (D; U D3) € D(a,b) a D je zjemnénim
déleni D; § Dy, nebot Dy C (D1 @] Dz), Dy C (D1 UDz).

BV —+ } Jromoned

-.Dq' f t - = 0. 3 i ' b
B : : . - _— :_* 1 1

i " — -4 ——1—H—4

"D% e e a1 vy v b

; ! ) ko 2 3

i D e o

L d
Def.: Nechf f(x) omezena (a,b), D € D(a,b),D = {xg,Z1,...,%n}-

Pak mno?ina {f(z),z €< z;—1;x; >} je pro ka#dé i € {1,2,...,n} neprdzdnd a omezens, a tedy ms
suprémum a infimum.

Oznaéme m; = inf{f(z),z €< z;_1,z; >} pro D = {zp,z1,...,Zn}
Oznaéme M; = sup{f(z),z €< z;_1,2; >} pro D = {xg,21,...,Zn}.
Cislo S(D, f) = >_7, M; - (z; — z;—1) nazyvame hornim soudtem funkce f(z) piislusnym déleni D

a &8slo s(D, f) = 31, m; - (x; — z;—1) nazyvédme dolnim souétem funkce f(z) p¥islusnym d&leni D.

Pozn.: Necht f(x) je omezena v {a,b), D € D(a, b) libovolné. Pak plati: s(D, f) < S(D, f).
[Dk.: Vi € {1,2,...,n} plati: m; < M;]



Pozn.: Necht f(z) je omezena v (a,b), D1, Dy € D libovolna takova, Ze D, je zjemnénim déleni D;. Pak plati:
S(Dh f) < S(Dzvf)
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Pozn.: Necht f(z) je omezend v (a,b), D1, D3 € D(a, b) libovolna. Pak plati: s{D1, f) < S(Da, f).
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Véta 7.1: Necht f(z) omezena v {(a,b).
Pak mnozina {s(D, f), D € D(a,b)} je shora omezend a mnozina {S(D, f), D € D(a,b)} je zdola ome-
zena.
[Dk.: Podle pfedchozi pozndmky je horni zdvorou mnoZiny viech dolnich souéti libovolny horni soudet
a dolni zdvorou mnoZiny viech hornich souéti je libovolny dolni soudet.]

Pozn.: Z véty 7. 1. vyplyva, Ze mnoZina viech dolnich sou¢td mé suprémum a mnoZina vSech hornich souétf
mé infimum.

Def.: Necht f(z) omezena v (a,b). Oznaéme

b
/ f(z) dz = sup{s(D, ), D € D(a, b)}

b
/ f(x) dz = inf{S(D, f), D € D(a, b)}

Cislo [, ab f(z)dz npazyvéme dolnim integrilem a &slo [ f f(z)dx nazyvame hornim integralem
funkce f(z) od a do b.

Véta 7.2: Necht f(z) omezena v (a, b). Pak plati:
b b
/ f(:r)dxg/ f(z)d=

Pi.:a) f(x) =1,2€(0,1)
ProVD € D(0,1): s(D,f) =1
S5(D,f)=1

Jo F@)dz =1= [} f(z)da

b) f(z) = {(1) 1;2 . é gl z€(0,1) Diidkldors. ke

vDeD(0,1):8(D,f)=0,8(D, f)=1
fglf(m)dfc-_—o < 1=folf(a:)dx



Def.: Necht f(z) omezend v {(a,b).
Rekneme, %e funkce f(z) je v intervalu {(a, b (Rlemannovsk\i integrovatelnd,/jestliZe

/ﬂ /(@) de = / (@) da

Je-li f(z) v {a,b) integrovatelna, klademe

/:f(m)d:cszf(m)dm =/abf(z)da:.

Cislo fab f{(z)dz nazfvame Riemannovym integralem funkce f(z) od a do b.

Pokud f‘f flx)dz < fag f(z)dz,pak f: f(z) dz nedefinujeme a o funkci f(z) fekneme, #e neni na intervalu
{a, b) integrovatelna,

§8. Vypocet urcitého integralu

Véta 8.1: Newton-Leibnitzova véta
Necht f(x) je integrovatelna v (a, b), F(z) je spojita v (a,b). Bud F(z) primitivni k funkei f(z) v (a,b).

Pak plati:
s

[Dk.: Necht D € D(a,b) libovolné, D =a=1xp <z1 < ... < T, = b.

Protoze F(x) je spojita v intervalu (a,b), je F(b) — F(a) = 3.1 [F(x) — F(x;_{]. F'(z) existuje podle

pfedpokladu v (a,b), tedy také v kaZdém z intervalll (z;_1, ;). Podle véty o stfedni hodnoté existuje

bod & € (zi—1,z:) (1 € 1,2,...,n) tak, e F'(&) = %f(_z;‘l) Odtud méme: F(z,) — F(z;—1) =
(&) (i — xi1) = £(&)(xi — zi1).

Tedy F(b) — F(a) = Yo, f(&)(zi — xi1) = o(D, f,E), kde E = {§,i = 1,2,...,n}. Dokézali jsme

tedy, Ze pro VD € D(a, b) 3 vibér reprezentatnii &; tak, Ze plati F(b) — F(a) = >0, f(&) (@i — 24-1) =
=0(D, f,E). Bud nyni D,,;> ; nulova posloupnost déleni (#(Dp) — 0) intervalu {a, b).

Oznadéime-li E, popsany vyCet reprezentantd déleni Dy, pak plati pro kazdé D, : F(b) — F(a) =
=0(Dp, f,Ern). Tedy posloupnost {a(D,, f,Z,)} je kon\éi:g-‘“'é'}h;n-i, tedy ¢(Dy, f,En) = F(b) — F(a).

9(Dn, f,Zn = [ f(z) dz. Odtud plyne, e F(b) — F(a) = [ f(z)dz. ]

Véta 8.2: Necht f(z) je spojitd v {a, b). Pak je f(x) v (a,b) integrovatelna.

Pi’-!: a)
/4 cosz dz =
0
b
) 2
/ e dx =
0
c)
V3 dz
/1 T+az2
d)

/2 dz
1 2z +1
[a) f0§ cosz dxr = [Sinx]o% —sin T —sin0 = 4

b) f02 &3 dx — 1[ 31}2 %(eﬁ_ 0)_;(66_1)

c) f\:_ s = [arctg z]Y® = arctg /3 — arctg 1 = z m% =£
d) [ 73 = L[Ig(2z + 1)]2 = L(16¢5 — log3) = Liog §




Véta 8.3: Necht f(z) a g(z) jsou integrovatelné funkce v {a, b}. Pak funkce f(z)-+g(z) je rovné? integrovatelns
v {a,b) a plati:

/ab[f(x) +9(z)dz = /ab flx)dz + /abg(a:) dz

Véta 8.4: Necht f(z) je integrovatelnd v (a, b), ¢ € R libovolné &islo. Pak funkee ¢ f(z) je v {a, b) integrovatelna
a plati:

/ﬂbc-f(a;)dz=c-/abf($)d:z

Pozn.: Z vét 8. 3. a 8. 4. plyne Véta 8. 5.

Véta 8.5: Necht fi(z), f2(z),..., fn{z) jsou funkce integrovatelné v {a,b), c1,¢a,.-., ¢, € R jsou libovolna
cisla.
Pak funkee c1 f1(z) + cafo(z) + ... + enfn(z) je v {a, b) integrovatelna a plati:

/:[clmx)+c2f2(z>+:..+cnfn<z)]dz=c1-/:fl(w)dwcz‘/abfz<x>dz+...+cn./abfn(w>dz

Véta 8.6: Necht f(z) je integrovatelnd a nezdpornd v {a,b). Pak plati:

/abf(x)d:cZO

Véta 8.7: Necht f(z) a g(z) jsou integrovatelné v {a,b). Necht pro kazdé z € (a,b) plati f(z) < g(z). Pak

plati:
b b
/ flx)dz S/ g{z)dz

Véta 8.8: Necht a < b < ¢ jsou libovoln reélné &isla. Necht f(x) je integrovatelnd v {(a,b) i v (b, c). Pak je
f(z) integrovatelna také v (a,c) a plati:

/acf(z)dm=/abf(:c)da:+/bcf(m)d9:
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Pozn.: Tato véta ndm umoZituje zodpovédét otézky’ které funkce jsou integrovatelné na intervalu {a, b) a zeslabit
podminky Véty 8.2.



Véta 8.9: Nechf f(z) je v (a,b) omezend a spojitd s vyjimkou koneéného poétu bodl cp,cq,. .., cp;
a<a<ep<...<c,<b
Pak f(z) je v {a,b) integrovatelns a plati:

[ i@ [ s+ [ i@ [T swass /" f(e) do
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Def.: Funkce dana podminkami pfedchozi véty se nazjva funkce po Eastech spojita v {(a, b).

Def.: Je-li f(z) definovéna v &sle a € R, klademe

/aaf(a:)dx=0

Je-li f(x) integrovatelnd v (a, b}, deﬁnujeme

] / f@)a / f@)d

Véta 8.10: O substituci pro urdité integraly (vyuZivame tzv. transformace mezi)
Necht ©(t) méa v {(a, B) spojitou derivaci ¢'(t), f(z) je spojitad v {a,b), ¢ : (o, 8) — {(a,b). Oznatme

p(a) = a, ¢(B) = b. Pak plati: == = .
b B
‘ [ @y [ flp]-v0u J

2

zdz
1 (1+x2)2

_lt=1+2? z=1: t=1+1 _1_5__ 11y 1 .
T |dt=2zdr z=2: t=1+4 %2— N R A -

Véta 8.11: QO integraci per partes pro uréité integraly
Necht funkce u(z) a v(z) maji v 1nteva1u (a, b) spopte derivace v/ (z), v’ (ac) Pak plati:

) Lb u'(z)v(z) dz = [u(z)v(z)]® - /a u(z)v'(z) dz

P

_{u' =cosf v==x
u=2sing v =1

(7]



¢ 9. Geometrické aplikace urcitého integralu
A) Obsah plochy

Pozn!: Z definice uréitého integralu vyplyva, e je-li f(z) spojitd a nezdporna v (a,b), je [ : f(z)dz obsah
plochy (obrazce) omezeného osou z, pfimkami z = a, z = b a grafem funkce y = f(z).

| b

5= [ f@)as

| T
Pf¥.: Vypoététe obsah plochy M = {[z,y],y > 2%,y < 2z}. (3]
P¥.: Vypodtéte obsah pochy M = {[z,y],y > 2%,y <1 - z%}, [V2+ 2]
P¥.: Vypoététe obsah kruhu o poloméru . [7r?]

Objem télesa

Pozn.:\Necht M = {[z,y,z}; 2,9, 2 € R,z € (a,b)} téleso a Fez télesa M rovinou v bod& zp m4 obsah u(zo).
Nechf u(r) je spojitd a nezdpornd funkce v (a,b). Pak objem té&lesa M definujeme vzorcem:

Vi = /:’u(:c) dz

11, jehoz vyska je v a obsah ¢tvercové zékladny je zp. [%zo'u]

P‘{.: Vypoététe objem jeh
B €)Objem rota¢niho té&lesa

Pozn.: Necht f(z) je spojitd a nezdporna v {a,b), M = {[z, 4],z € (a, b) y € (O f(m))} Necht M rotuje kolem
osy x. Dostaneme tak rotaéni téleso, pro Jehoz objem plyne :

—ﬂ/w@> j

u(zo) = 7[f(x0)}?
u(e) = 7lf(@) = V =n [[f(@) do
P¥.: Vypoététe objem koule o poloméru r. %&[% 'F)L;]
C D) Délka rovinné &ary

Pozn.: Necht funkce f(z) méd v {(a,b) spojitou derivaci f'(x). Délka grafu funkce f je

f / V1+f%@]¢x/

Pr.: Vypoctéte délku kruznice o poloméru 7. [277]
Pr.: Spoéitejte délku oblouku f(z) = Inz na (/3, v/15). 2+ 1ln 3]
P¥.: Uréete délku kiivky f(x) = In &£ na intervalu z € (1,2). [In eﬂ—eﬂ]

6



D E)Plast rotagniho t&lesa

Pozn.: Necht y = f(z) je v {(a, b} spojita i se svou derivaci f'(z). Pak pro plast rotaéniho télesa, které vznikne
rotaci mnoziny M = {[z,y],z € (a,b},y € (0, f(x))} kolem osy z plati:

F—%/f \/1+[f’($)] ebx

P¥.: Urdete povrch koule o poloméru r. [4772]
Pi.: f(z) =4+ 2,2 € (—4,2),Q =7 [36+/27]
P¥.: Urdete {ﬁiﬁlh valce Q (polomér podstavy r, viika v). [27rv]
P¥.: Vypottéte plast rotaéniho kuZele (poloms&r podstavy r, viska v). [s»= V2 0% S = nr(r + 8)]



